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Resumen

El trabajo es un concepto central en la termodinamica, y para procesos
que ocurren fuera de equilibrio resulta ser una cantidad estocastica
caracterizada por una distribucién de probabilidad. En el Gltimo tiempo
ha habido un gran interés en el estudio de sistemas cuanticos fuera del
equilibrio y conceptos fundamentales de la termodinamica, tales como el
trabajo, han sido extendidos a estos sistemas. En este articulo de
revisiéon ilustramos nuestros aportes recientes al estudio de la medicién
de trabajo en sistemas cuanticos, y de la transicién cuantico-clasica en
la distribucién de trabajo.

Palabras clave: Termodinamica cuantica; trabajo; teoremas de
fluctuacion.

Abstract

Work in quantum systems. Work is a central concept in the context of
thermodynamics, and for non-equilibirum systems is a stochastic
quantity characterized by a probability distribution. In the last decade
there was increased interest in the study of quantum systems out of
equilibrium, and fundamental concepts such as work have been
extended to the quantum regime. In this revision article we illustrate
our proposals that allow to measure work in quantum systems, and
enable the study of the quantum-to-classical transition in the work
probability distribution.

Key words: Quantum thermodynamics; work; fluctuation theorems.

Introduccion

La termodinamica ha demostrado ser una teoria exitosa en la
descripcién del comportamiento de sistemas macroscopicos. Basada en el
concepto de estados de equilibrio establece, por ejemplo, limites al trabajo que
puede ser extraido en un determinado proceso. En particular, la energia libre
esta asociada al maximo trabajo que en promedio es posible extraer de un
sistema en contacto con un bano térmico. Generalmente, el trabajo extraido en
una unica realizacién de un dado proceso es una cantidad fluctuante, pero para
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sistemas de muchas particulas estas fluctuaciones pueden ser despreciables. Sin
embargo en sistemas de pocas particulas fuera equilibrio, estas fluctuaciones
comienzan a ser apreciables y el trabajo resulta ser una variable estocastica
descripta por una determinada distribucién de probabilidad. Uno de los
resultados mas interesantes de las Gltimas décadas en mecanica estadistica es la
derivacién de los teoremas de fluctuacién. Notablemente, las identidades de
Jarzynski [1] y Crooks [2] relacionan mediante una igualdad las fluctuaciones de
trabajo en sistemas fuera del equilibrio, con la diferencia de energia libre entre
estados de equilibrio. Estos teoremas resultaron ser utiles para evaluar
experimentalmente energias libres en la nanoescala [3,4]. Con el avance
tecnolégico de los ultimos afios, que permite controlar con extrema precisién la
dindamica de un nimero pequeiio de sistemas cudanticos [5,6], es posible ir mas
alld y acceder experimentalmente al régimen cuantico. Es asi que adquiere ya
sentido practico estudiar los principios termodinamicos en estos sistemas y
surge el area conocida actualmente como termodindmica cuantica [7]. Esta es
un area interdisciplinaria que intenta comprender problemas tales como el
surgimiento de las leyes de la termodinamica a partir del sustrato cuantico, las
limitaciones y ventajas que surgen a partir de considerar maquinas térmicas
que operan en el régimen cudntico, la relacién entre la termodinamica y teoria
cuantica de la informacidén, propiedades de sistemas cudnticos fuera del
equilibrio, entre otros. En el régimen cuantico, conceptos tales como el trabajo o
calor requieren ser redefinidos ya que su definicién clasica carece de sentido en
estos sistemas. Para un sistema cudntico aislado, el trabajo realizado puede ser
definido en términos de la diferencia de energia medida durante la realizacién
de un determinado proceso. Las mediciones de energia, tal como sucede con toda
medicién en mecanica cuantica, traen aparejado el colapso de la funcién de onda
a un autoestado de energia. De esta forma, ademas de las fluctuaciones del
estado inicial que podrian tener origen térmico, aparecen naturalmente las
fluctuaciones cudanticas. Si uno acepta esta definiciéon de trabajo es posible
extender los teoremas de fluctuaciéon a sistemas cuanticos [8,9].

1. Trabajo en sistemas cuanticos como medicion proyectiva
generalizada

El trabajo en sistemas cuanticos no es un observable usual ya que no
es posible construir un operador hermitico que lo represente. Esto se debe
simplemente a que los valores posibles de trabajo se encuentran determinados
por las posibles diferencias de energia, cuya cantidad es tipicamente mas grande
que la dimensidén del espacio de estados. Por lo tanto, un operador hermitico que
represente al trabajo no puede existir. Esto no implica, por cierto, que el trabajo
no puede ser medido. Por el contrario, la estrategia natural para medir trabajo
en un sistema sometido a un proceso unitario Us, donde el Hamiltoniano del
sistema cambia durante un determinado intervalo de tiempo, consiste en medir
la energia en los tiempos inicial y final. De esta manera, es posible definir la
distribucién de probabilidad para el trabajo como:
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PW) =) Db SIW-(En Fy)] (M

nm

donde W = En-Ey son los valores posibles de trabajo en una dada realizacién,
E, y Em son los autovalores de los Hamiltonianos inicial y final respectivamente,

Pn es la probabilidad de medir En en el tiempo inicial, Prm eg 1a probabilidad
condicional de transicién (la probabilidad de que dado que inicialmente se

detecté En al final se obtenga Em) y 8 es 1a delta de Dirac. Considerando que el
sistema inicialmente se encuentra en equilibrio térmico a temperatura inversa

B , ¥y luego es sometido a un proceso unitario donde el Hamiltoniano inicial H

cambia a un Hamiltoniano final H resulta sencillo derivar la igualdad de
Jarzynski:

(e BW) = g PAF (2)

donde el promedio se evaltia de acuerdo a la distribucién de probabilidad P(W) y

AF eg1a variacién de energia libre de Helmholtz considerando los Hamiltonianos
inicial y final a la temperatura de equilibrio inicial. De esta manera, es posible
relacionar propiedades del sistema fuera de equilibrio, como la distribucién de
probabilidad de trabajo, y cantidades de equilibrio, como la energia libre es
indepnediente de la evolucién particular del sistema.

Realizar la medicion a dos tiempos de la energia en sistemas
cuanticos resulta complicado [10], principalmente debido a que inevitablemente
las mediciones proyectivas perturban al sistema cuantico. Sin embargo,
recientemente se pudo obtener experimentalmente la distribucién de trabajo
utilizando iones atrapados [11]. Un método alternativo que fue propuesto para
evaluar la distribucién cuantica de trabajo se basa en estimar la transformada
de Fourier (o funcién caracteristica) [12,13] y fue implementado en sistemas
simples de RMN [14]. El tercer método fue propuesto por nuestro grupo y
consiste medir el trabajo utilizando una tnica medicién [15].

La idea principal detras del método que permite evaluar el trabajo en
un sistema cudantico mediante una uUnica medicién, radica principalmente en la
siguiente observacién: la medicién de trabajo no es mds que una medicién
generalizada (conocida como POVM) [15]. Este es el tipo de medicién maés
general que se puede definir en mecanica cuantica, y siempre puede ser
realizada acoplando al sistema con otro auxiliar midiendo proyectivamente sobre
el sistema completo. Este método también puede ser descripto mediante un

algoritmo cuantico que permitiria obtener un muestreo fiel y eficiente de P(W)
en una computadora cuantica [15]. Por otro lado, una estrategia simple para
llevar a cabo la medicion de trabajo se encuentra descripta en el circuito de la
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Fig.1. En este caso consideramos al sistema S sobre el cual estamos interesados
en medir el trabajo realizado en alguna realizacién de un proceso, y un sistema
auxiliar A descripto por un grado de libertad continuo con variables conjugadas
de posicion y momento. El procedimiento entonces consiste en primero
implementar una interaccién inicial entre S y A descripta por el siguiente
operador evolucién U=ett? H, donde X es el operador de posicién en Ay Aes
una constante de interaccién. Esto induce un registro coherente en el momento
de A que es proporcional al valor de la energia S. Se puede notar que este tipo de
interaccién es similar a la que se genera entre el momento y espin de las
particulas en el célebre experimento de Stern-Gerlach. Luego ocurre el proceso
sobre el sistema, descripto por la operacion unitaria Us , y posteriormente una
interaccion final entre ambos sistemas descrita por U= eMxH. Esta evolucién
conjunta permite crear finalmente un registro coherente en el estado de A de
todos los posibles valores de trabajo. Una medicién final de la variable momento

de A revela un determinado valor de W con densidad de probabilidad P(W) [15].

Con respecto a su implementacién experimental, existen propuestas
para su aplicaciéon en distintos sistemas. En [16] presentamos dos propuestas
para medir trabajo y calor en ensambles de atomos frios. Utilizando la luz como
sistema auxiliar, y una interacciéon entre luz-materia basada en la rotacion de
Faraday cudantica, es posible acceder a la probabilidad de trabajo haciendo una
simple medicién homodina de la luz. La idea central consiste en acoplar los
atomos con un grado de libertad continuo de la luz caracterizado por las
cuadraturas de la luz y consta de tres pasos: en primer lugar los atomos
interactiian con la luz de manera que se crean correlaciones entre ambos, luego
la luz es almacenada en una memoria cuantica y los atomos son sometidos al
proceso unitario Us, posteriormente se recupera la luz de la memoria y se
redirecciona nuevamente hacia los atomos de manera que interactian por
segunda vez. La distribucién de trabajo y calor de los atomos se encuentra de
esta manera codificada en las cuadraturas de la luz y finalmente una deteccién
homodina de la luz revela el valor de trabajo en una dada realizacion.

pA —H A

ps — Us

Fig. 1. Circuito cuantico que representa la medicién de trabajo sobre un sistema A mediante una
Unica medicién generalizada. El sistema S interactiia con otro sistema auxiliar A donde se
registran los valores de trabajo y una medicién final revela esos valores con la probabilidad

adecuada.
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Por otro lado, en [15] también propusimos medir trabajo en
condensados de Bose-Einstein utilizando un chip [17]. En este caso el sistema en
cuestion se encuentra formado por los dos niveles mas bajos de energia de
atomos de 8’Rb que forman el condensado, y el sistema auxiliar se encuentra
representado por el grado de libertad continuo asociado con el momento de los
atomos. De esta manera, el condensado, que se encuentra atrapado inicialmente
en una regiéon cercana al chip, se deja caer por accién de la gravedad. Luego el
chip permite aplicar pulsos de corriente a diferentes tiempos que generan un
campo magnético no-uniforme acoplando el grado interno de libertad (asociado
con los niveles de energia) con el momento de los dtomos. De esta forma, es

posible implementar las operaciones U y U, que resulta ser el mismo tipo de
interacciéon generada en un experimento de Stern-Gerlach. Luego de la
aplicacién de ambos pulsos, en el estado momento de los atomos se encuentra
codificado el valor de trabajo. Finalmente, pasado un determinado tiempo donde
los atomos caen libremente, una medicién de la posicién de los atomos permite
evaluar los valores de trabajo, cuyos valores apareceran de acuerdo con la

distribuciocn  P(W).  Es de destacar que pudimos implementar
experimentalmente esta ultima propuesta verificando también la igualdad de
Jarzynski a nivel cuantico, trabajo que fue fruto de una colaboraciéon con el
grupo de la Universidad de Ben-Gurion, y sus resultados seran publicados en
breve.

2. Transicion cuantico-clasica en la distribucion de trabajo

La definicién de trabajo en sistemas cudnticos, como vimos
anteriormente, requiere la medicién de la energia en dos tiempos. Mientras que
clasicamente se pueden determinar las trayectorias y determinar asi el valor de
trabajo en un determinado proceso sin perturbar al sistema, la misma idea no
puede ser aplicada a sistemas cudnticos ya que una medicién inevitablemente
perturba el sistema. Es asi que existe una diferencia fundamental entre estas
definiciones. En un intento de reconciliar estas ideas, la transicién cudntico-
clasica en la distribucién de trabajo ha sido estudiada en sistemas especificos
como sistemas armoénicos [18-20], en sistemas integrables mediante métodos
semiclasicos analizando las probabilidades de transiciéon [21], y numéricamente
en un sistema cadtico [22]. En lo que sigue haré un resumen de nuestros avances
recientes en el estudio del principio de correspondencia para la probabilidad de
trabajo, donde mediante el uso de sistemas caéticos logramos un tratamiento
bastante mas general [23].

Consideraremos un sistema cuantico cuyo Hamiltoniano Hf depende
de un parametro de control ¢. Inicialmente el sistema se encuentra en equilibrio

térmico a una temperatura inversa proporcional a B. Luego, el sistema se
desacopla del bafio térmico, y el parametro de control cambia subitamente desde

So = 'Sf , apartando al sistema fuera del equilibrio. El trabajo resultante de este
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proceso se encuentra descripto por una distribucién de probabilidad que nos
interesard determinar. El enfoque que utilizaremos para estudiar el principio de
correspondencia se basa en el uso de la funcién caracteristica [18,24], que se
encuentra definida mediante la transformada de Fourier de la distribucién de
trabajo:

G(u) = [dW e ™ PpW) (3)

Es sencillo de ver que la funcién caracteristica cuantica G°u) para un sistema
que se encuentra sometido a un cambio abrupto del Hamiltoniano se puede
expresar como:

GO(u) = (™" e™Ho) = Tr ™6 e 50 g, 4)

donde €8 es el estado térmico. A partir de esta expresién, se puede notar que U
tiene las caracteristicas asociadas al tiempo en una evolucién cuantica. Podemos

ver que si U es reemplazado por t/h , G?(u) puede ser interpretada como la
amplitud de probabilidad entre dos evoluciones diferentes, o simplemente la
amplitud promediada del eco de Loschmidt. Nuestro enfoque esta basado
fuertemente en un método semiclasico derivado en [25-27]. Este método resulta
ser eficiente para computar la amplitud de fidelidad y adema4s tiene aplicaciones
en diferentes areas como el estudio de la dinamica molecular, el computo de la
densidad local de estados en sistemas caoticos, entre otros. Esta representacién
se la conoce como dephasing representation (DR).

Nuestro sistema se encontrarda descripto por un Hamiltoniano

Hy = Ho + 4 y en un dado instante de tiempo cambia subitamente So ™ ff .
Luego, la funcién caracteristica en la DR puede ser escrita como:

GPR(u) = J d*x, Ws(x,) expli AS(x,,u/h)/h] (5)

donde D es el ntmero de grados de libertad del sistema, Xo = (x,p) € ]RZD,
AS(xo,t) = [, dr AH(x(2))
AH = H; f'H&) ,

puede ser interpretada como una diferencia de

accion, x(T) son las coordenadas en el espacio de fases a tiempo T

de una trayectoria generada por el Hamiltoniano He, cuyas condiciones iniciales
Wp (%)

son Xo, y es la funcion de Wigner del estado de Gibbs del sistema

evaluada en Xo. Dado que la funcién de Wigner es lineal, el estado térmico del
sistema se encuentra representado por una funcion de Wigner que es una suma
convexa de las funciones de Winger de los autoestados del sistema cuyos pesos
corresponden a la distribucién de Boltzmann. La siguiente aproximacion que
utilizaremos se conoce como conjetura de ergodicidad cuantica [28-29], la cual
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establece que: la funcién de Wigner de un autoestado tipico de energia E , de un
Hamiltoniano cuya contraparte clasica es cadtica puede ser aproximada por la

densidad de probabilidad clasica de Liouville en una capa de energia E del
Hamiltoniano. Es decir, la funcién de Wigner de los autoestados de energia de
estos Hamiltonianos puede aproximarse por una funcién constante y
correctamente normalizada que es diferente de cero s6lo sobre los puntos del
espacio de fases en la capa de energia correspondiente. Aplicando estas
aproximaciones a la Ec. (5) arribamos a la siguiente expresiéon semiclasica (SC)
para la funcién caracteristica [23]:

-iquO

GSC(w) = f dZDerZ—C expli AS (xo,u/h) /1] 6)
o

c
donde Zg, es la funcién particion clasica del sistema correspondiente al estado
inicial de equilibrio. Esta es una expresion simple que resulta ser eficiente para
el calculo de la funcién caracteristica en sistemas cadticos. Ademas, es posible

mostrar analiticamente que en el limite semiclasico h - 0, manteniendo todas
las cantidades clasicas fijas, y aplicando la transformada de Fourier inversa a la
funcién caracteristica, podemos recuperar la distribucién clasica (C) [23]:

1 .
P W) = — J du e G5 () = PE(W) @

Es asi que la expresién derivada anteriormente nos permite relacionar de
manera explicita la distribucién de trabajo cuantica con su contraparte clasica.

Como vimos, la expresién obtenida en principio puede ser utilizada
en sistemas cadticos. A modo de ejemplo mostraremos su aplicaciéon a un modelo
especifico. En particular, consideramos una particula cuantica en un billar
desimetrizado. Evaluamos la distribucion de trabajo debida a una perturbacion

subita del sistema por una funcién potencial $ V, que consiste en un conjunto de
funciones Gaussianas centradas en diferentes puntos del espacio de fases [23].
Este sistema resulta de interés, ya que es posible obtener la funcién
caracteristica cuantica exacta por métodos numéricos, y luego comparar con la
expresién semicldsica derivada anteriormente Ec. (6). La evaluacién semiclésica
resulta simple ya que la convergencia del método es rapida y requiere el
computo de la evolucidn clasica del sistema sobre una cantidad pequena de
condiciones iniciales en el espacio de fases.
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Fig. 2. (a) Densidad de probabilidad de trabajo cuantica (celeste) y semiclasica (negro) para

diferentes temperaturas, desde (a)-(d): B = 2628210 212 En el anadido de cada figura mostramos
la funcién caracteristica correspondiente. (b) Distribuciones clasicas y semiclésicas de trabajo para

B =212y h- 0.01, 0.1, 0.5, 1, donde se puede ver la convergencia de la distribucién de

probabilidad en el limite h— O En el afiadido también se observa la funcién caracteristica en
estos casos. Figuras de [15].

En la Fig. 2.a se puede observar que el método semiclasico provee
una buena aproximacién a la distribucién cuantica de trabajo que mejora a
medida que aumenta la temperatura. Por otro lado, en la Fig. 2.b se observa
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como la distribucion de probabilidad semiclasica converge a la distribucion

clasica en el limite . = C,

Por 1ltimo, podemos notar que un proceso genérico se puede
representar mediante una evolucién unitaria durante un determinado tiempo, y
en este caso la funcidon caracteristica cuantica se encuentra representada por

iuH i

G%(w) =Trle i Use ™Mo Qﬁug], donde Us es 1a operacién unitaria asociada
al proceso. De esta manera, todo proceso puede ser interpretado como un cambio
subito del Hamiltoniano siempre que defina dicho Hamiltoniano de manera
mwuln: us
apropiada: G(w) =Trle 7 e 03], Basados en esta observacién y en
estudios preliminares, creemos que las ideas expuestas en [23] pueden ser
extendidas a procesos mas generales que ocurren en sistemas cadticos.

3. Conclusiones

El estudio de la termodindmica en sistemas cuanticos es un area de
mucho interés actualmente. En este articulo se hizo una revisién del concepto de
trabajo en sistemas cudnticos poniendo especial énfasis en nuestros aportes
recientes. Mostramos una propuesta que permite acceder a la distribucién de
probabilidad de trabajo mediante una tUnica medicibn y que es
experimentalmente accesible, en particular para sistemas atémicos. Finalmente,
nos concentramos en el estudio de la transicién cudntico-clasica en la
distribucién de trabajo, donde mostramos un método semiclasico que permite
obtener dicha distribucién en ambos limites para sistemas cadticos que sufren
un cambio subito en su Hamiltoniano.

Agradecimientos

Agradezco el financiamiento de ANPCyT (PICT 2013-0621 y PICT
2014-3711), CONICET y UBACyT. El articulo se encuentra basado
principalmente en las referencias [15,16,23] agradezco a mis colegas F. Cerisola,
I. Garcia-Mata, J. P. Paz y D. A. Wisniacki co-autores de estos trabajos.

Referencias

[1] C. Jarzynski, Phys. Rev. Lett. 78, 2690 (1997).

[2] G.E. Crooks, Phys. Rev. E 60, 2721 (1999).

[3] J.Liphardt, S. Dumont, S. B. Smith, I. Tinoco & C. Bustamante, Science
296, 1832 (2002).

[4] D. Collin, F. Ritort, C. Jarzynski, S.B. Smith, I. Tinoco & C. Bustamante,
Nature 437, 231 (2005).

[6] I. Bloch, J. Dalibard & W. Zwerger, Rev. Modern Phys. 80, 885 (2008).

~ 71 ~



Anales Acad. Nac. de Cs. Ex., Fis. y Nat., tomo 68 (2016): 63-72.

[6] D. Leibfried, R. Blatt, C. Monroe & D. Wineland, Rev. Modern Phys. 75,
281 (2003).

[7] dJ.Goold, M. Huber, A. Riera, L. del Rio & P. Skrzypczyk, J. Phys. A
49, 143001 (2016).

[8] J.Kurchan, cond-mat/0007360 (2000).

[9] H. Tasaki, cond-mat/0009244 (2000).

[10] G. Huber, F. Schmidt-Kaler, S. Deffner & E. Lutz, Phys. Rev. Lett. 101,
070403 (2008).

[11] S. An, J.-N. Zhang, M. Um, D. Lv, Y. Lu, J. Zhang, Z.-Q. Yin, H. Quan &
K. Kim, Nature Phys. 11, 193 (2015).

[12] L. Mazzola, G. De Chiara & M. Paternostro, Phys. Rev. Lett. 110, 230602
(2013).

[13] R. Dorner, S. Clark, L. Heaney, R. Fazio, J. Goold & V. Vedral, Phys.
Rev. Lett. 110, 230601 (2013).

[14] T.B. Batalhao, A.M. Souza, L. Mazzola, R. Auccaise, R.S. Sarthour, I.S.
Oliveira, J. Goold, G. De Chiara, M. Paternostro & R. M. Serra, Phys.
Rev. Lett. 113, 140601 (2014).

[15] A.J. Roncaglia, F. Cerisola & J.P. Paz, Phys. Rev. Lett. 113, 250601
(2014).

[16] G. De Chiara, A.J. Roncaglia & J. P. Paz, New <J. Phys. 17, 035004
(2015).

[17] S. Machluf, Y. Japha & R. Folman, Nature Commun. 4, 2424 (2013).

[18] S. Deffner & E. Lutz, Phys. Rev. E 77, 021128 (2008).

[19] P. Talkner, P.S. Burada & P. Hanggi, Phys. Rev. E 78, 011115 (2008).

[20] P. Talkner, M. Morillo, J. Yi & P. Hanggi, New J. Phys. 15, 095001
(2013).

[21] C. dJarzynski, H. Quan & S. Rahav, Phys. Rev.X.5.031038 (2015).

[22] L. Zhu, Z. Gong, B. Wu, H. Quan, et al., Phys. Rev. E 93, 062108 (2016).

[23] I. Garcia-Mata, A.J. Roncaglia & D.A. Wisniacki, arXiv:1610.08874
(2016).

[24] P. Talkner, E. Lutz & P. Hanggi, Phys. Rev. E 75, 050102 (2007).

[25] J. Vanicek & E.J. Heller, Phys. Rev. E 68, 056208 (2003).

[26] dJ. Vanicek, Phys. Rev. E 70, 055201 (2004).

[27] J. Vanicek, Phys. Rev. E 73, 046204 (2006).

[28] M.V. Berry, J. Phys. A 10, 2083 (1977).

[29] A. Voros, in Lecture Notes in Physics, Vol. 93, edited by A.V.M.-dJ.
Giannoni & J. Zinn-Justin, Springer, Berlin, 1979.

Manuscrito recibido el 6 de abril de 2017
Aceptado el 28 de abril de 2017.

~T72 ~



