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CONJUNTOS DE PRODUCCION DISTRIBUCIONALES

por Julio H. . Olivera?

Offenbare sich die Zeit selbst als Horizont des Seins?

HEIDEGGER

En un trabajo anterior (1984) propusimos representar log factores
de produccién y los productos como “funciones generalizadas” del tiempo.
Verificamgs alli gue este método no s6lo permite incorporar amplia-
mente en’ la teoria de la produccién la configuracién temporal de las
relaciones tecnologicas, sino que proporciona ademés nuevas e intere-
santes posibilidades 2l analisis econdémico en el campo operativo. En
particular, sin necesidad de restringir la sustitueién entre factores,
vimos que en caso de rendimientos constantes a escala la transforma-
ciéon productiva puede especificarse mediante una matriz cuya trans-
formada de Laplace es una matriz numérica de orden finito.

El presente ensayo tiene por objeto formular una versién distri-
bucional del “conjunto de produccién”’, en correspondeéncia con el ope-
rador de produccién que estudiamos en el trabajo referido. Hallaremos
que el conjunto de produccion distribucional puede sujetarse a los mis-
mos axiomas gue los conjuntos de produccién ordinarios de la teoria
econdmica y presenta todas sus propiedades fundamentales. También
determinaremos las condiciones bajo las cuales el conjunto de produc-
cién distribucional (més exactamente, la “version stock” de dicho con-
junto) resulta igual a la representacién gréafica de aguel operador.

Como en el trabajo mencionado, indicaremos con y, una distribu-
cion gue expresa la cantidad producida del bien i, denotande con x; una
distribucién que expresa la cantidad empleada de dicho bien, Supondre-
mos que ambas son distribuciones con soporte compacto, pues el proceso
productivo tiene principio y fin en el tiempo. El producto neto es en-
tonces z; = vi — X:. Si existen n bienes, el vector

Z = (Z'is'";zu)
define una actividad produetiva.

1 Profesor titular de Teoria Econdmica, Universidad de Buenos Aires.
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Resulta inmediatamente que
Ze (E,) 'n:

donde E’ denota el espacio de las distribuciones reales con soporte com-
pacto. Ademés de la estructura topolégica de K’ consideraremos sus ca-
racteristicas como espacio lineal ordenado. Diremos que una distribucién
z; es = 0 siz;}f) = 0 cuando f = 0. Escribiremos z == 0 para dar a
entender que z;, = 0, i = 1,..,n; pero usaremos el simbolo z = 0 en caso
de que z = 0 ¥ una al menos de las z, no sea nula.

A semejanza de la terminologia usual, llamaremos conjunto de pro-
duccion al conjunto de las actividades productivas posibles bajo condicio-
nes tecnolégicas dadas. Dicho conjunto, que denominaremos Z, es asi un
subconjunto de (E’)= con la topologia y el orden inducidos por este es-
pacio. Sus propiedades normales ge especifican a través de los siguientes
axiomas:

Al. Posipilidad de la inaccién:

A2, Posibilidad de la accidon:

Az Z: 7z = 0.

AS3. Tmposibilidad de la produccién gratuita:

(z=0,z:2)=2=0 .
Ad. Libre disposicion:

(zeZ, 2=Yy) =yl
A5, Continuidad:

(z;>2, Z;¢eZ) =2 7.
A6. Divisibilidad:

ZeZ=MAzZeZ, para todo A= {(0,1) cR.
AT. Aditividad:
(veZ, zeZ) > (y +2) < Z
En A1-A3, el 0 significa la distribueién nula. La convergencia con-
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siderada en A5 es la propia de (E’)», Por virtud de A6 y A%, el conjunto -
de produccion es convexo y exhibe rendimientos constantes a escala (geo-
métricamente, es un cono convexo).

Los axiomas precedentes coinciden con los usuales para conjuntos
de produccién ordinarios. Su fundamentacién es idéntica y pueden obje-
tarse o defenderse con las mismas razones que se aducen respecto de los
conjuntos de producecién convencionales {cf, Koopmans, 1957, pags. 74-77).

Una aplicacién importante del concepto de conjunto de produccién
es el anilisis de eficiencia productiva y maximizacién de ganancias. Para
examinar este asunto se requieren algunas definiciones preliminares.

“Consideraremos que una actividad y es mds eficiente que otra actividad

Z 81y = z, 0 sea si en la primera actividad la produccién neta de cada
bien no es menor, y al menos para uno de los bienes resulta estricta-
mente mayor, que en la segunda actividad. Diremos que v es eficienie
si no existe ninguna otra actividad productiva mas eficiente. El concepto
habitual de eficiencia se trasvasa de tal modo sin dificultad a los cen-
Juntos de produccién distribucionales: en particular, como en el contexto
ordinario,~es independiente del sistema de precios. Por sistema de pre-
cios entendemos aqui cualquier elemento de [(F’)~]’, el dual topoldgico
de (E’)=. Hsta definicion coineide con la nocion acostumbrada de sis-
tema o vector de precios en el caso del conjunto de produccién ordinario,
que es un subconjunto del espacio real n-dimensional.

Dado un sgistema de precios p v una actividad z, el escalar p(z) es
la ganancia de la unidad de produccién. Diremos que z* es una actividad
maximizadore de ganancias con el sistema de precios p sip (z *)} = p (z)
para toda z 7. Emplearemog la notacidon siguiente:

p=0 s plz) =0 para toda z = 0;
p=0sip=0, ps0;
p>0 sl p(z) >0 para toda z=0.

Vamos a deducir ahora, para el conjunto de produeccién distribu-
cional, las dos proposiciones fundamentales que vinculan la eficiencia
productiva con la maximizacién de ganancias.

T1. 5i la actividad z* maximiza la ganancia con el sistema de precios
P > 0, entonces z¥ es eficiente.

En efecto, supongamos que z* no sea eficiente. Existe entonces
otra actividad z = z*. Puesto que p > 0 resulta pz > pz®, lo cual es im-
posible por hipétesis.

T2. Si z¥ es eficiente, existe un gistema de precios p = 0 con el cual z®
es una actividad maximizadora de ganancias.

La demostracion se apoyva en el siguiente hecho:.
H1. Sean K v L dog conjuntos convexos disjuntos en un espacio lineal X.
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Bi uno de ellos tiene un punto interno, existe una funcional lineal no
nula gue separa K v L (Royden, 1968, pag. 204),

Mediante este teorema de separacion la prueba de T2 es inme-
diata. Llamemos X a la diferencia vectorial 7 — z*. X es convexo, de-
bide a la convexidad de Z (postulados A6 v A7) y no contiene ningun
clemento x = 0, por la eficiencia de x*. También es convexo e con-
Jjunto de log elementos x =0 en (E’)= Ambos conjuntos poseen puntos
internos. Inveoeandoe H1 podemos entonces asegurar (si es necesario,
mediante un cambio de signos) la existencia de un sistema de precios
p =0 tal que

p(x) =0
para todo x ¢ X. Fsto equivale a decir que

p(z) = p(z*)

para cada actividad z « Z, segun lo afirmado por T2.

Los enunciados T1 v T2 son idénticos a los gque describen las rela-

ciones entre eficiencia v maximizaecion de ganancias para conjuntos de
produccion ordinarios. Debemos notar que los sistemas de precios defi-
nides como elementos de [(F’)»]" pueden traducirse en términos de
precios individuales para los diversos bienes. Esta propiedad nace del
siguiente hecho:
H2. Sea {Va: «¢ A} una familia de espacios lineales topolégicos, v sea
V = 1la Va. El dual V' de V es algébricamente isomorfo a la suma di-
recta de los duales Vo' (Schaefer, 1980, pag. 127). Se deduce de I2
que la ganancia obtenida mediante la actividad z con el sistema de pre-
cios p puede representarse en la forma:

n
z pi(zf):
i=1

donde p: pertenece a 7. De tal manera, la férmula anterior constituye
una generalizacion natural de la expresion algébrica corriente de la ga-
nancia, como la suma de las cantidades de productos menos las canti-
dades de factores evaluados a sus respectivos precios.

Debe advertirse por otra parte que p(z) es discontinua respecto
del par de variables p ¥y z: si ambas convergen a 0, p(z) no tiende
necesariamente a 0. Sin empargo, si Y es un subconjunto acotado de
Z, la forma bilineal restringida p(z), z:Y, es continua. Ksto es lo que
-importa desde el punto de vista econdémico, pues la eleccion del pro-
ductor se circungeribe siempre a un subconjunto acotado de Z.
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La meta final de todo anilisis sobre conjuntos de produccién eon-
siste en determinar la oferte del productor. Dado un sistema de pre-
cios p, elegido arbitrariamente, puede no existir una ganancia méaxima.
Concentramos nuestra atencién, por lo tanto, en el subconjunto P de
sistemas de precios para cada uno de los cuales el respectivo conjunto
de actividades maximizadoras de ganancias no es vacio. Sea Q(p) el
conjunto de esas actividades para el sistema de precios p. La aplicacién

Q: P—>Z:p_>Q(p)

que, en general, es una funcién de punto a conjunto, define la oferta
del productor asociada al conjunto de produccién Z.

La aplicacién Q posee las propiedades normales de las correspon-
dencias de oferta. En primer lugar, es positivamente homogénea de
grado cero. La relacién y « Q(p) significa que p(y) = p(z) para toda
actividad z:Z, pero esto a su vez implica que tp(y) =tp(z) para
todo nimero t > 0. Por consiguiente, v ¢ Q(tp). Como el raciocinio
puede hacerse utilizando el multiplicador 1/t, se inflere que Q(p) =
Q(tp).

En segundo lugar, el “efecto de sustitucién” es no negativo. Si
¥ ¢ Q(p}, ¥y £ Q(p), valen las férmulas p(y) = p(y'), p'(¥') = p'(y),
de las que resulta (p” — p) (37 — y¥) = 0. Supongamos que p ¥ p’.sélo
difieren en el precio del bien h, o sea que p, = p’, P = P’} para i s h.
El resultado asume entonces la forma: (p’. — pu) (¥u — ¥u) = 0, que
constituye la referida propiedad del efecto de sustitucion.

La semicontinuidad superior de la aplicacién Q, cuando la maxi-
mizacion de ganancias se restringe a un subconjunto compacto Y ¢ Z,
se desprende del “teorema del maximo” (Berge, 1966, pag. 123) por
via de la continuidad de p(z), z:Y, v de la aplicacién constante p -» Y.

Debemos hacer ahora una observacién general. Aunque el concepto
de conjunto de produccion permite un tratamiento nftido de los pro-
blemas de eficiencia y maximizacién de ganancias, desdefia en realidad
una parte de la informacidén tecnologica al considerar unicamente el
resultado nefo de la produccidn. Para algunas cuestiones de anilisis
economico conviene empiear toda la informacién tecnolégica disponible.
Esto se logra, respecto de conjuntos de produccién ordinarios, a través
de la denominada “versién stock del conjunto de produccién”, gue espe-
cifica las cantidades brutas de factores y de productos para cada proceso
productivo. Una construccién similar puede hacerse con referencia a
los conjuntos de produccién distribucionales. Llamaremos‘ conjunto . tec-
nolégico a la version stock del conjunio de produecion. '

Para caracterizar el conjunto fecnologico 1epresentaremos la pro-
dueccién mediante un par

(x,y} ¢ ()™ X (B, x= 0,y =0,



donde y designa los productos obtenidos mediante los factores x. Dire-
mos que (x,y) constituye un proceso de produccion, Sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer m = n, estipulando que si algin bien sélo
desempena el papel de factor o de producto la componente respectiva
del otro vector es la distribucion nula. El conjunto tecnoldégico, que
llamaremos Y, ge define como el conjunto de todos los procesos de pro-
duccion posibles bajo condiciones tecnoldogicas determinadas. La rela-
cion entre Y y 7Z es obvia: si ze7Z, existen x e y tales que (x5,y) Y,
y—x =2; 81 (X,¥) ¢ Y, entonces z = (y-—x) « Z.

Los postulados que habitualmente ge enuncian para la version stock
del conjunto de produceién ordinario pueden extenderse a Y:
B1. Posibilidad de la inaccién:

(0,0) : Y.
B2. Posibilidad de la accion:
- 3 (xy) 5 (xy) = (0,00, (xy) Y.
B3. Imposibilidad de la produccién gratuita:
[(%V) Y, Xx=0l=yv=0.
B4. Libre disposicion:
[(xy) Y, u=x,y ZV] = (0} ¢ Y.
Bb. Continuidad:
[ (xp¥p) —% (xy), (5¥) Y] = (x¥) Y.
B6. Divisibilidad:
() e ¥ = (Ax,0y) Y, para todo ¢ (0,1) cR.
B7. Aditividad: |
[(y) e, (4,W) Y] = (X+U,y4+V)eY.
IEn B1-B3 e] zsimbolo ¢ gignifica la distribucién nuia; en Bb la conver-
gencia se entiende en el sentido del espacio (E’)2°. Aunque similares a
los axiomas A1-A7, los postulados que acabamos de introducir no son

siempre equivalentes a ellos. Verbigracia,

Bl = Al
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pero no reciprocamente. Esto se debe a la diferencia ya sefialada en
el grado de detalle con que 7 e Y reflejan los dafos tecnoldgicos.

Con relacion al conjunto Y la nocién de eficiencia se define del
siguiente modo: Un proceso (x,y) es mds eficiente que un Proceso

(v,w) si
—X - —V
v = W ’

Un proceso (x,¥) ¢ Y es eficiente si no hay en Y otro proceso més
eficiente que (x,¥).

No es dificil pasar del conjunto Y al operador T de nuestro trabajo
anterior (1984). En realidad, basta una modificacion parcial de los
pestulados p1ecedentes para convertir a Y en la representacion glaflca
de T. La lista modificada de axiomas es la siguiente:

Cl = Bi”
C2 = B2.
C3. Imposibilidad de la produccién gratuita:
x(t) = 0 para todo t < 0=y (t) = 0 para todo t < 0.
C4. Unicidad:
Dado x & (E’)» hay un solo ¥ tal que (x,y) : Y
C5 = Bb5.
C6. Homogeneidad:
(xy) e Y = (Ax,Ay) ¢ Y para todo A ¢ R.
C7 = BT.

Respecto de B3 y B6, los supuestos €3 y C6 son meras variantes
formales sin consecuencias desde ¢l punto de vista de las decigiones del
productor. No asi el supuesto C4, que excluye directamente la aplica-
hilidad de B4. En realidad C4 constituye una hipétesis mds natural que

B4 cuando, como en el presente analisis, los insumos estan especificados
completamente.



Con los postulados C1 — CT7, el conjunto tecnolégico es la represen-
tacién grafica del operador lineal, continuo y “causal” '

T: () - (E')~ x - T(x) = v,
donde (x,¥) ¢ Y. La “invarianza en el tiempo”, o sea la condicién:
T xE+a)) =y (t+a)

para todo nimero a » R, refleja simplemente el hecho de gue tanto Y
como T estan definidos para un nivel dado de conocimientos tecnolégicos.

Importa sefialar, por ultimo, que los feoremas T1 y T2 siguen siendo
validog en el marco del conjunto Y, con obvias adaptaciones. Bl método
de demostracion es idéntico. También el concepto v lag propiedades de
la correspondencia de oferta permanecen intactas, segiin puede verifi-
carse sin dificultad.
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